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Dieser Uberblick enthalt alle wichtigen Satze der Vorlesung — ohne Beweise, dafiir mit einigen
Erlauterungen und vielen moglichst instruktiven, weitgehend neu gezeichneten Abbildungen. An
Definitionen sind nur die nicht ganz elementaren aufgenommen worden. Lerninhalte, die wir nicht als
Satze formuliert haben und die hier folglich nicht zu finden sind, sollten dennoch nicht vergessen sein!

Lage von Geraden

Zwei Geraden konnen in der Ebene auf drei, im Raum auf vier Arten relativ zueinander liegen:

in Ebene und Raum:
(1) kopunktal (einander in einem Punkt schneidend)

g
S gnh={s}

h
(2) parallel und verschieden

g gnh=yg

h
(3) parallel und identisch
g=h

nur im Raum:
(4) windschief (nicht in einer gemeinsamen Ebene liegend)
(Beispiel: Sie haben eine Gerade g und eine exakte Kopie h davon, beide also genau aufeinander liegend; die

Gerade h verschieben Sie nun senkrecht nach oben und verdrehen sie anschliefend noch horizontal; danach
sind g und h windschief zueinander. Es gibt keine Ebene, die beide Geraden zugleich enthalten wirde.)
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- Einer Volldrehung entspricht ein Vollwinkel (Winkelmal3: 360°).
- Einer Halbdrehung entspricht ein Halbwinkel oder gestreckter Winkel (Winkelmal3: 180°).
- Einer Vierteldrehung entspricht ein rechter Winkel (WinkelmaR: 90°)

(Die Bezeichnung ,,rechter Winkel*“ entspringt der friheren Bedeutung von ,recht* im Sinne von
,richtiger, | korrekter* Winkel, z.B. beim Hausbau.)

Winkel an geschnittenen Geraden

a,a’ sowie B, 5" An zwei kopunktalen Geraden gibt es zwei Arten von Winkeln

sind jeweils (genauer: von Beziehungen zwischen zwei Winkeln):
Scheitelwinkel zueinander: Scheitelwinkel und Nebenwinkel.
a=a’ p=p

Scheitelwinkelsatz
Scheitelwinkel sind gleich.

Nebenwinkelsatz
Nebenwinkel erganzen einander zum gestreckten
Winkel (Winkelmaf 180°).

a,f und ',f und ', und o,p'
sind jeweils Nebenwinkel zueinander:
a+f=a+f=a+pB' =a+p'=180°

Bei zwei verschiedenen Geraden, die von einer dritten . . .
geschnitten werden, kommen zwei Arten von Winkeln hinzu ;’gSISr:Qcw;g;zgmrnlf;f;fe'?f:r?:;
(genauer: von Beziehungen zwischen zwei Winkeln): a=a'=p
Stufenwinkel und Wechselwinkel

Stufen-/Wechselwinkelsatz

Genau dann, wenn die beiden geschnittenen Geraden
parallel sind, gilt: Stufenwinkel und Wechselwinkel
sind gleich.

Elementare Vergleiche

Satz vom kirzesten Weg
Der kiirzeste Weg zwischen zwei Punkten A, B ist in Ebene und Raum stets die Strecke AB .

Dreiecksungleichung
Die Summe zweier Seitenldngen eines Dreiecks ist stets grof3er als die Lange der dritten Seite.

Winkelvergleichssatz
In einem Dreieck liegt der groReren von zwei Seiten stets der groRere Winkel gegenber.



Innenwinkelsatz
Die Innenwinkel eines Dreiecks ergénzen sich zu
einem gestreckten Winkel (WinkelmaR 180°).

(Innenwinkelsumme = Basiswinkel + Scheitelwinkel =
Wechselwinkel + Scheitelwinkel = gestreckter Winkel)

AuRenwinkelsatz

Jeder AuRenwinkel eines Dreiecks ist so grof} wie a+p y(”ﬂ
die Summe der beiden nicht anliegenden Innen-
winkel.
(Innenwinkel + Nebenwinkel = 180° =
Innenwinkel + die beiden anderen Innenwinkel)
p+y /«a Yij a+ty
B+y a+y

Zwei Figuren heilen kongruent, wenn in ihnen entsprechende Winkel und entsprechende Strecken gleich grofR
sind.

Eine Kongruenzabbildung ist eine bijektive Abbildung der Ebene auf sich, die jede Figur stets auf eine dazu
kongruente Figur abbildet. Die Verkettung (Hintereinanderausfiihrung) von Kongruenzabbildungen ist stets
wieder eine Kongruenzabbildung.

Es gibt funf Typen von Kongruenzabbildungen: Achsenspiegelungen, Punktspiegelungen, Rotationen (Drehun-
gen), Translationen (Parallelverschiebungen) und Gleitspiegelungen (Schubspiegelungen). Jede Kongruenz-
abbildung l&sst sich auch allein durch Verkettung von (maximal drei) Achsenspiegelungen realisieren.

Séatze tber Kongruenzabbildungen

(1) Kongruenzabbildungen sind geradentreu, streckentreu, langentreu (daher auch flachen-
treu und langenverhaltnistreu) und winkelmaRtreu (daher auch parallelentreu).

(2) Die Verkettung von zwei Achsenspiegelungen an kopunktalen Achsen ist eine Rotation.
Jede Rotation lasst sich umgekehrt auch durch Verkettung zweier Achsenspiegelungen an
kopunktalen Achsen realisieren.

(3) Die Verkettung von zwei Achsenspiegelungen an parallelen Achsen ist eine Translation.
Jede Translation l&sst sich umgekehrt auch durch Verkettung zweier Achsenspiegelungen
an parallelen Achsen realisieren.

(4) Die Verkettung von zwei Achsenspiegelungen an senkrechten Achsen ist eine Punkt-
spiegelung (Halbdrehung). Jede Punktspiegelung ldsst sich umgekehrt auch durch
Verkettung zweier Achsenspiegelungen an senkrechten Achsen realisieren.

(5) Die Verkettung von drei Achsenspiegelungen ist entweder wieder eine Achsenspiegelung
(genau dann, wenn die Achsen im Bischel liegen, d.h. parallel oder kopunktal sind) oder
eine Gleitspiegelung. Jede Gleitspiegelung l&asst sich umgekehrt auch durch Verkettung
dreier Achsenspiegelungen an nicht im Bischel liegenden Achsen realisieren.

(6) Reduktionssatz: Die Verkettung von vier Achsenspiegelungen lésst sich stets auf eine
Verkettung von zwei Achsenspiegelungen reduzieren (ist also entweder eine Translation

oder eine Rotation). (Mehr als drei Achsenspiegelungen braucht man also nie, um eine beliebige
Kongruenzabbildung zu realisieren.)
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Innenwinkel

Innenwinkelsatz fiir ebene und gekrimmte Dreiecke
Die Summe der Innenwinkelmalie betragt

- im hyperbolischen Dreieck: 0° bis weniger als 180°;
- im ebenen Dreieck: 180°;
- im spharischen Dreieck: mehr als 180° bis max. 540°.

hyperbolisches Dreieck ebenes Dreieck sphdrisches Dreieck
0°<a+p+y<180° a+ p+y=180° 180° < ax + B +y <3-180° =540°

Tiefere Erlauterung fur Interessierte:

Ebenen haben keine Krimmung (Kriimmungsmaf Null). Kugeloberflachen haben konstante konvexe Krimmung
(KrimmungsmaR positiv); hyperbolische Flachen haben variable und teils konvexe, teils konkave Kriimmung
(KriimmungsmaR negativ).

Vielecksseiten sind auf allen Flachen immer Strecken. Wie in der Ebene sind Strecken auch auf gekrimmten
Fléchen stets definiert als die kiirzesten Verbindungen zwischen zwei Punkten; auf der Kugel sind dies stets Teile
von GroRkreisen, das sind Kreise mit dem Radius der Kugel, z.B. der Aquatorkreis. Denn Strecken sind auf allen
Flachen stets Teile von Geraden; und die Geraden auf der Kugel sind eben die Grofkreise.

Auch auf gekrimmten Fléchen wird der Winkel zwischen zwei Strecken mit dem gemeinsamen Punkt P definiert
als der Winkel zwischen den beiden Geraden durch P, auf denen die beiden Strecken liegen. Auf der Kugel ist
also ein Innenwinkel eines Vielecks in der Ecke P immer der Winkel zwischen den beiden GroRRkreisen durch P,
auf denen die Seiten des Vielecks liegen, die in P zusammenstoRRen (s. Abb. rechts).

In der Abb. links ist eine spezielle hyperbolische Flache dargestellt, eine sogenannte ,,Sattelflache*. Rechts
unten sind darauf zwei parallele hyperbolische Geraden angedeutet.

Die Ubliche Geometrie der Ebene bzw. des Raumes ist die sogenannte euklidische Geometrie. In ihr gilt neben
anderen Axiomen auch das Parallelenaxiom: ,,Zu jeder Geraden und jedem Punkt P aulerhalb von ihr gibt es
genau eine Parallele durch P.*“ Auf gekriimmten Fl&chen gilt das Parallelenaxiom aber nicht; auf gekrimmten
Flachen gelten die sogenannten nichteuklidischen Geometrien, in denen das Parallelenaxiom verletzt ist. In
seiner allgemeinen Relativitatstheorie hat Einstein gezeigt, dass in den Weiten des Weltalls die euklidische
Geometrie nicht gilt, weil Schwerefelder den Raum kriimmen. Die euklidische Geometrie ist lediglich eine
Annaherung an die im Weltall wirklich geltenden Gesetze; sie gilt nur in lokal eng begrenzten Teilrdumen und
auch dort nur ndherungsweise; je enger der Teilraum, desto besser die Anndherung: z.B. auf Ihrem Zeichenblatt
oder in Ihrer Wohnung. Eine bisher ungeldste groRe Frage der Physik ist, ob die Geometrie des Weltalls eine
spharische (allgemein: elliptische) Geometrie ist oder aber eine hyperbolische Geometrie.

(Im weiteren Verlauf betrachten wir flache Figuren aus-
schlieRlich in der Ebene, nicht auf gekrimmten Fl&chen.)

1800 \180°
Innenwinkelsatz fiir ebene Vielecke ’

In jedem ebenen n-Eck ist die Summe der
InnenwinkelmaRe stets (n—2)-180°.

(Die Zerlegung von Vielecken in Dreiecke nennt man | __—{--------______
.. Triangulation®.)



Hohenschnittpunktsatz

Die drei Hohen eines Dreiecks schneiden sich in
einem gemeinsamen Punkt. Dieser Hohenschnitt-
punkt liegt

- im spitzwinkligen Dreieck innerhalb des
Dreiecks;

- im rechtwinkligen Dreieck im Scheitel des
rechten Winkels;

- im stumpfwinkligen Dreieck aulRerhalb des
Dreiecks.

Schwerpunktsatz
Die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks
schneiden sich in einem gemeinsamen Punkt.

(Die Seitenhalbierenden heif3en auch ,,Schwerlinien* des
Dreiecks; ihr Schnittpunkt ist der Schwerpunkt des
Dreiecks.)

Inkreissatz

Die Winkelhalbierenden der drei Innenwinkel
eines Dreiecks schneiden sich in einem gemein-
samen Punkt. Dieser ist der Mittelpunkt des
Inkreises.

(Jedes Dreieck hat also einen Inkreis, Vierecke dagegen
haben nur einen Inkreis, wenn sie Tangentenvierecke sind,
s.u.)

Umkreissatz

Die Mittelsenkrechten der drei Seiten eines
Dreiecks schneiden sich in einem gemeinsamen
Punkt. Dieser ist der Mittelpunkt des Umkreises.

(Jedes Dreieck hat also einen Umkreis, Vierecke dagegen
haben nur einen Umkreis, wenn sie Sehnenvierecke sind,
s.u.)

Eulerscher Satz

In jedem Dreieck liegen Ho6henschnittpunkt,
Schwerpunkt und Umkreismittelpunkt auf einer
Geraden.

(Diese Gerade ist die ,,eulersche Gerade* des Dreiecks.
Beachte: Der Inkreismittelpunkt liegt i.a. nicht darauf.)



Zu den besonderen Punkten im Dreieck, zumindest zu den ,,interessanten*, gehéren auch die Punkte mit den
geringsten Gesamtabstanden zu den Ecken bzw. den Seiten des Dreiecks. Einfache Resultate erhélt man hier
aber nur fur das gleichseitige Dreieck.

Ubrigens ist ein gleichseitiges Dreieck natirlich auch immer gleichwinklig. Man sollte daher besser von
regelméaRigen Dreiecken sprechen. Vielecke heillen regelmafig, wenn sie sowohl gleichseitig als auch
gleichwinklig sind. Fir Vielecke mit mehr als 3 Ecken sind Gleichseitigkeit und Gleichwinkligkeit, im Gegensatz
zu den Dreiecken, keineswegs ,,aneinander gekoppelt** So sind die gleichwinkligen Vierecke die Rechtecke, die
gleichseitigen Vierecke aber die Rauten. RegelmaRige Vierecke sind also die rechteckigen Rauten oder, was das
Gleiche ist, die rautenférmigen Rechtecke — kurz: die Quadrate.

Satz vom kirzesten Eckenabstand
Der Umkreismittelpunkt eines gleichseitigen Dreiecks hat unter allen Punkten der Ebene die
kleinste Summe der Abstdnde von den drei Ecken des Dreiecks.

Man koénnte nun vermuten, der entsprechende Punkt mit dem geringsten Gesamtabstand zu den Seiten sei
vielleicht der Inkreismittelpunkt. Das ist schén symmetrisch gedacht, aber falsch; sogar ,,total falsch*, denn der
Witz ist, dass es so einen singuléren idealen Punkt gar nicht gibt, weil ndmlich alle Punkte des regelméfRigen
Dreiecks exakt denselben Gesamtabstand zu den Seiten haben! (Das war der springende Punkt beim ,,Sucher
und Surfer*“-Problem: Der Sucher sollte sein Zelt am Umkreismittelpunkt aufschlagen; der Surfer dagegen kann
sich niederlassen, wo er mag.)

Satz von Viviani

Fir alle Punkte im Inneren und auf dem Rand eines
gleichseitigen Dreiecks ist die Summe der Abstédnde
von den drei Seiten konstant.

Flachenvergleich (4 Dreiecke)
tah; + +ah, + $ah, = 1ah

hy+h,+h,=h

Vierecke haben nur in Spezialfallen einen Um- bzw. Inkreis.

Satz vom Tangentenviereck

Ein Viereck hat genau dann einen Inkreis, wenn
gegenlberliegende Seitenpaare gleiche Gesamtléange
haben. (Vierecke mit Inkreis heien Tangentenvierecke.)

Satz vom Sehnenviereck

Ein Viereck hat genau dann einen Umkreis, wenn
gegenuberliegende Innenwinkelpaare einander zu
einem gestreckten Winkel erganzen (Winkelmaf
180°). (Vierecke mit Umkreis heiRen Sehnenvierecke.)

S 20 +2f = 360° ’ (In der Abb. wird der Zentriwinkelsatz angewandt, s.u.)
N = a+ f=180° ’
S =y +35=180° e
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Winkel am Kreis

Peripherie

Tangente
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Zentriwinkelsatz

Jeder Peripheriewinkel tber einem Kreisbogen ist halb so gro3 wie der zugehérige Zentri-
winkel. o
Kreismittelpunkt auf Schenkel
des Peripheriewinkels

Kreismittelpunkt innerhalb

Kreismittelpunkt auRerhalb
des Peripheriewinkels

des Peripheriewinkels

b

-

\ a,=2p,a,=2p,
\a=ata,=2Af+pB)=2p

a=2p,a,=2p,
a=a,—a,=2p-B)=2p8

----"""""

N
7
e
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Peripheriewinkelsatz
Alle Peripheriewinkel Uber einem Kreisbogen sind
gleich. (Da alle gleich dem halben Zentriwinkel sind.)

Satz des Thales
Peripheriewinkel Uber dem Halbkreis (liber dem

Durchmesser) sind stets rechte Winkel.
(Folgt unmittelbar aus dem Peripheriewinkelsatz.)

Sehnentangentenwinkelsatz

Ein Sehnentangentenwinkel ist ebenso grof} wie
jeder Peripheriewinkel (ber dem Kreisbogen, der
zwischen den Schenkeln des Sehnentangenten-
winkels liegt.

Sehnensatz

Schneiden sich im Kreis zwei Sehnen, so ist das
Produkt der Sehnenabschnittslangen bei beiden
gleich.

(Folgt aus dem Peripheriewinkelsatz und der Ahnlichkeit der
beiden Dreiecke, s.u.)




Als geometrischen Ort bezeichnet man die Menge aller Punkte mit einer bestimmten vorgegebenen Eigenschaft.
Meist haben solche Punktmengen die Form von Kurven, weswegen man sie dann auch als Ortskurven
bezeichnet. (Beachte: Der Plural lautet ,,geometrische Orter.)

Satz tiber geometrische Orter

(1) Der geometrische Ort aller Punkte, die von zwei Punkten A, B gleichen Abstand haben,
ist die Mittelsenkrechte der Strecke AB.

(2) Der geometrische Ort aller Punkte, die von einer Geraden g einen vorgegebenen Abstand
haben, ist das Parallelenpaar zu g im gegebenen Abstand.

(3) Der geometrische Ort aller Punkte, die von zwei Parallelen gleichen Abstand haben, ist
die Mittelparallele.

(4) Der geometrische Ort aller Punkte, die von zwei kopunktalen Geraden gleichen Abstand
haben, sind die beiden Winkelhalbierenden.

(5) Der geometrische Ort aller Punkte, die von einem Punkt M den Abstand r haben, ist der
Kreis um M mit Radius r.

(6) Der geometrische Ort aller Punkte, von denen aus die Strecke AB unter demselben
Winkel « erscheint, ist der Kreisbogen uber der Sehne AB mit Mittelpunktswinkel 2« .
(siehe Peripheriewinkelsatz)

(7) Der geometrische Ort aller Punkte P, fur die
das Dreieck ABP denselben Flacheninhalt hat

wie das Dreieck ABC, ist die Parallele zur
Strecke AB durch C.

O

T

- )
R R

Strahlensatzfiguren

Erster Strahlensatz
In einer Strahlensatzfigur sind entsprechende Streckenverhéltnisse auf den kopunktalen
Geraden stets gleich.

a ¢ a c
zB. —=— —_—=
b d a+b c+d

e _f e g
g h e+f g+h

£
f

Zweiter Strahlensatz

In einer Strahlensatzfigur sind entsprechende Streckenverhaltnisse auf einer der kopunktalen
Geraden und den beiden Parallelen stets gleich.

zB. £_9._W _a

f h v a+b

X h_g
y vV ow



Streckungsfaktor
m=25

Streckungsfaktor
m=-2

Fir einen Punkt Z der Ebene (des Raumes) und eine reelle Zahl m=0 ist die zentrische Streckung mit Zentrum
Z und Streckungsfaktor m die Abbildung, die jedem Punkt P der Ebene (des Raumes) einen Bildpunkt P’
zuordnet mit

- Z,Pund P’ liegen auf einer Geraden;

- ist m>0, so liegen P und P' auf derselben Seite von Z;

- ist m<0,so liegen P und P' auf verschiedenen Seiten von Z;

- die Lange der Strecke ZP" ist das |m|-fache der Lénge der Strecke ZP : |Z_P| =|m||ﬁ|

Satz Uber zentrische Streckungen

Eine zentrische Streckung mit Streckungsfaktor m

(1) vergroRert (fur |m|>1) bzw. verkleinert (fiir |m|<1) alle Strecken mit dem konstanten
Faktor |m| bzw. lasst die Langen unverandert (fiir |m|=1).

(2) hat als Umkehrabbildung die zentrische Streckung mit demselben Zentrum und dem
Streckungsfaktor m'=1/m

(3) bildet jede Strecke auf eine dazu parallele Strecke ab; zentrische Streckungen sind also
erst recht parallelentreu (d.h. Parallelen werden stets auf Parallelen abgebildet).

(4) bildet jede ebene (rdumliche) Figur auf eine dazu &hnliche ebene (raumliche) Figur ab.
(Zentrische Streckungen sind also spezielle Ahnlichkeitsabbildungen.)

(5) bildet eine Gerade wieder auf eine Gerade, einen Kreis wieder auf einen Kreis, einen
Winkel auf einen gleichgroBen Winkel ab. (Zentrische Streckungen sind also
geradentreu, kreistreu und winkeltreu.)

(6) bildet eine flachige Figur auf eine flachige Figur mit dem m?*-fachen Flacheninhalt ab.
(Gilt fur beliebige ebene und gekriimmte Figuren.)

(7) bildet eine rdumliche Figur auf eine raumliche Figur mit dem |m|3 -fachen Rauminhalt ab.
(Betragsstriche, da fiir negatives m auch m® negativ wére; bei m? sind Betragsstriche iiberfliissig.)



A ‘V’

Die gleichfarbigen Figuren (und nur diese) sind zueinander ahnlich.

Der Begriff ,,Ahnlichkeit ist eine Erweiterung des Begriffs ,,Kongruenz*. Zwei Figuren heien dhnlich, wenn in
ihnen entsprechende Winkel gleich grof sind und das Léngenverhaltnis (also nicht wie bei der Kongruenz die
Lange) entsprechender Strecken gleich ist. Damit sind kongruente Figuren immer auch &hnlich. Zwei Figuren
sind genau dann kongruent, wenn sie &hnlich und flachengleich sind.

Eine Ahnlichkeitsabbildung ist eine bijektive Abbildung der Ebene auf sich selbst, die jede Figur auf eine dazu
hnliche Figur abbildet. Ahnlichkeitsabbildungen sind um die zusatzliche Méglichkeit der zentrischen Streckung
erweiterte Kongruenzabbildungen. Es gibt vier Typen von Ahnlichkeitsabbildungen: Drehstreckungen und
Verschiebungen (beide orientierungstreu) sowie Klappstreckungen und Gleitspiegelungen (beide orientierungs-
umkehrend). Echte Ahnlichkeitsabbildungen sind davon nur Dreh- und Klappstreckungen.

Satze tber Ahnlichkeitsabbildungen

(1) Jede Ahnlichkeitsabbildung kann durch Verkettung von Kongruenzabbildungen und
zentrischen Streckungen ausgefuhrt werden. (Jede Kongruenzabbildung und jede zentrische
Streckung allein ist bereits eine Ahnlichkeitsabbildung.)

(2)  Ahnlichkeitsabbildungen sind (wie Kongruenzabbildungen) geradentreu, streckentreu, win-

kelmaRtreu (daher auch parallelentreu) und langenverhaltnistreu. (Im Gegensatz zu Kon-
gruenzabbildungen sind Ahnlichkeitsabbildungen i.a. nicht langentreu, daher auch nicht flachentreu.)

Folgerungen

(1) Alle Punkte sind zueinander dhnlich. (Und auch kongruent.)

(2) Alle Strecken sind zueinander &hnlich. (Aber nicht kongruent.)

(3) Alle Geraden sind zueinander dhnlich. (Und auch kongruent. Eine Gerade und eine Strecke sind
niemals &hnlich.)

(4) Alle Ebenen sind zueinander ahnlich. (Und auch kongruent.)

(5) Alle gleichseitigen Dreiecke sind zueinander ahnlich. (Aber nicht alle gleichschenkligen.)

(6) Alle Quadrate sind zueinander &hnlich. (Aber nicht alle Rechtecke, auch nicht alle Rauten.)

(7) Allgemein: Alle regelmaRigen n-Ecke (fur festes n) sind zueinander &hnlich.

(8) Alle Kreise sind zueinander &hnlich.

(9) Alle Wiirfel sind zueinander ahnlich.

(10) Alle Kugeln sind zueinander &hnlich.

Ahnlichkeitssatze (Dreieck)
Zwei Dreiecke sind zueinander ahnlich, wenn sie Ubereinstimmen in
- zwei Winkeln (und dann automatisch in allen drei Winkeln);

- zwei entsprechenden Seitenverhaltnissen (dann stimmen sie in allen entsprechenden Seitenverhélt-
nissen Uberein; es gibt insgesamt sechs, wenn man die Kehrwerte mitzahlt);

- einem Winkel und dem Verhéltnis der beiden anliegenden Seiten;
- dem Verhaltnis zweier Seiten und dem Gegenwinkel der groReren Seite.
(Jede einzelne der vier Ubereinstimmungen reicht bereits fiir die Ahnlichkeit.)



Zerlegungssatz

Die Hypotenusenhohe eines rechtwinkligen Dreiecks zerlegt dieses in zwei dazu &hnliche
Teildreiecke. (D.h. alle drei Dreiecke sind zueinander éhnlich.)

(Anm.: Man kann statt ,,Hypotenusenhtéhe** auch kurz ,,Hohe* sagen, da die beiden Kathetenhthen jeweils

identisch mit der anderen Kathete sind, weswegen man sie in der Regel nicht als ,,H6hen** bezeichnet, so dass
keine Verwechslungsgefahr besteht.)

Hohensatz des Euklid .
Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat "
der Hypotenusenhdhe gleich dem Produkt . .
der beiden Hypotenusenabschnitte.
hZ = pq p-q 4
Kathetenséatze des Euklid
Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat
einer Kathete gleich dem Produkt des
zugehdrigen  Hypotenusenabschnitts  und
der Hypotenuse. b2
a’=qc
b® = pc o
b a
p g
Satz des Pythagoras
Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat
der Hypotenuse gleich der Summe der
beiden Kathetenqtzjadrazlte. 2 . 5o i ||
a“+b°=c

Umkehrung des Satzes des Pythagoras

Ist in einem Dreieck das Quadrat einer Seite
gleich der Summe der beiden anderen
Seitenquadrate, so ist das Dreieck recht-
winklig.



Pythagoras-Anwendungen

Die Summe der Flacheninhalte der Mdndchen des Hippokrates (Lunulae Hippocratis) ist gleich dem Flachen-

inhalt des rechtwinkligen Dreiecks bzw. des Quadrats: /\

Mit der ,,Pythagoras-Spirale* kann man geometrisch
die Wurzeln aus allen natiirlichen Zahlen ziehen:

Die Hohe des regelméaBigen
Dreiecks ergibt sich aus
seiner rechtwinkligen
Halfte:

N |
N

Goldener Schnitt

a+b

a+b_a_ ® goldene Zahl
a b

Der goldene Schnitt (die stetige Teilung) einer Strecke ist die Zerlegung der Strecke in einen groReren und einen
kleineren Teil, so dass die Streckenverhéltnisse ,,ganze Strecke zu groRerem Teil*“ und ,,groRerer Teil zu
kleinerem Teil* gleich sind. Dieses Streckenverhaltnis heift ,,goldene Zahl* (Symbol: @ ).

Grundgleichungssatz
Zweli positive Zahlen a und b stehen genau dann im Verhaltnis des goldenen Schnitts, wenn

sie die quadratische Gleichung b +ab =a’ erfiillen (Grundgleichung des goldenen Schnitts).

Die positive Losung dieser Gleichung ist b =%(\/§ —1), dies ist dquivalent zu

_a_5+1
-2

)] ~1,618

Konstruktionssatz

Die Konstruktion gemaR der nebenstehenden Abbildung
ist allein mit Zirkel und Lineal ausfiihrbar und teilt die
Strecke s im goldenen Schnitt in die beiden Teilstrecken
aund b.




Satz (Eigenschaften von @)

(D2:®+1 i:d)—l (Dn:Fn'q)-’_Fn—l lim Fn+1:q)
o n—o Fn
n n
F -1 Ley5 | (145 (Formel von Binet)
J5ll2 2

Die goldene Zahl ® kann von allen reellen Zahlen am schlechtesten durch Briiche angenahert werden; @ ist
in diesem Sinne die ,,irrationalste Zahl*.

Zehnecksatz
Im regelméligen Zehneck stehen Umkreisradius-
lange und Seitenldnge im goldenen Schnitt.

goldene Dreiecke
AABM ~ AABC

r
= 0
s

Funfecksatz
Im regelmaBigen Flnfeck stehen Diagonalenlédnge
und Seitenlédnge im goldenen Schnitt.

goldenes Dreieck
AABC
U

9 o
S

Pentagrammsatz

Im Pentagramm

- ist die Diagonalenlénge d des inneren Fiinfecks zu-
gleich die Schenkellédnge der fiinf Zacken;

- stehen die Seitenlédnge s des dufleren Fiinfecks, die
Schenkellange d der Zacken und die Seitenldnge a
des inneren Filnfecks in abnehmender GroRen-
reihenfolge im goldenen Schnitt:

goldene Dreiecke
AABC ~ AAB,C ~ AA,B,C
4

s_d_ 4
d a



memoGeo 15

Platonische Korper

Als platonische Kérper werden die reguldren Polyeder bezeichnet. Polyeder (,,Vielflachner*) heilRen Kérper, die
nur von ebenen Flachenstiicken berandet werden; Korper mit gekrimmter Oberflache wie z.B. Kugel, Kegel
oder Zylinder gehdren also nicht dazu. Ein Polyeder heif3t requlér, wenn es drei Eigenschaften erfallt: (1) Jede
Flache ist ein regelmagiges Vieleck. (2) Alle Ecken sind kongruent (sehen genau gleich aus). (3) Alle Flachen
sind kongruent. — Es gibt finf regulére Polyeder:

das Tetraeder
(»Vierflachner«)

das Hexaeder
(»Sechsfléchner«)
der Wiirfel

das Oktaeder
(»Achtflachner«)

das Dodekaeder
(»Zwolfflachner«)

das Ikosaeder
(»Zwanzigflachner«)
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Archimedische Korper

Als archimedische Korper werden die halbrequléren Polyeder e
bezeichnet. Sie unterscheiden sich von den reguléaren nur

dadurch, dass Eigenschaft (3) entféllt: Die halbreguléren

Polyeder haben stets zwei oder drei Sorten von Flachen (die

innerhalb jeder Sorte wieder zueinander kongruent sind). Mehr

als drei Flachensorten sind bei halbreguléren Polyedern nicht

moglich. — Es gibt dreizehn halbregulare Polyeder:

Kuboktaeder Wirfel-Stumpf Oktaeder-Stumpf

4

Tetraeder-Stumpf

T

Rhombenkuboktaeder abgeschragter Wirfel Ikosidodekaeder
(Cubus simus)

Dodekaeder-Stumpf Kuboktaeder-Stumpf Ikosaeder-Stumpf
(FuRball-Polyeder)

Rhombenikosidodekaeder abgeschragtes Dodekaeder Ikosidodekaeder-Stumpf
(Dodecaedron simum)



